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In this paper a Bochner-Godement type result is proved. Some applications on 
a moment problem are given. ‘1’ 1990 Academic Press, Inc. 
Dam cet article on obtient un theoreme du type Bochner-Godement pour des 
algtbres commutatives involutives et avec unite et puis on applique ce thiortme 
pour obtenir des resolutions pour le probltme des moments sur les polydisques et 
les polyrectangles de C” (ou S est un semi-groupe abtlien avec involution et 
Clement neutre) et sur certains de leurs sous-ensembles. y‘ 1990 Academic Press, Inc 
1 UN TH~OR~ME DU TYPE BOCHNER-GODEMENT 
1.1. LEMME. Soit (S, .) un semi-groupe abe’lien possCdant un PltGment 
neutre e et une involution nott!e *. On considhe une fonction cp de S duns @ 
dkfinie positive, une,famille.finie a,, . . . . a,, d’tlt!ments de S et M,, . . . . M, des 
nombres rtels positifs. On suppose que M.fcp(ss*) - cp(a,a,k*) 2 0 pour tout 
s E S et tout j E { 1, . . . . n}. Alors si t = b, . . . b,, avec bi = a, ou 6, = aTon a: 
Idt)l 6 Ml ... M,cp(e). 
DPmonstration. De l’hypothkse et de [4, p. SE] il rtsulte que: 
Iq(t)l* d cp(tt*) de) d Mf... Mi(q(e))*. 
1.2. LEMME. Soient cp: S+ C une fonction dCfinie positive; C, b deux 
Gels positifs et a E S. On note CI = aa*. Alors si ~(a”) < Cb” pour tout n E N * 
on a da) d de) b. 
D&monstration. Ceci provient des inkqalitks: 
((p(c())‘” d (cp(e))2n ’ (p(ctzn) < C(cp(e))2n ’ h*“. 
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1.3. Notations. Soit A une algebre commutative involutive et avec 
element unite e. Soient 2 un ensemble et (Y~)~~, une famille d’tltments 
de A. Soit (QZ)Zca une famille de reels positifs. 
Pour une fonction f de A dans C on note (fi)it I la famille des fonctions 
.fi: A -+ @ dt3inies par ,fi(x) =f(y,x) et on note (f:) la famille des fonctions 
fL:A+C detinies par,f:(x)=Qzf(x)-f(zz*x). 
Soit L?= (6:A +@/J(e)= 1, 6 lineaire, 6(yz)=6(y)&z), IS(z)1 <Qe;, 
6(y,) 2 0 et 6(z*) = 6(z), y, z E A et iE I} 
1.4. THI~OR~ME. Pour une ,fonction f: A + C les conditions suivantes sont 
dquivalentes: 
1.4.1. ,f les (.fi)i,, et les (fi)ZEA sent des formes Iirkaires positives 
sur A. 
1.4.2. II existe une mesure de Radon positive unique v sur l2 telle que 
f(x) = I,, d(x) dv(6). 
Df2monstration. 1.4.1. * 1.4.2. Soit P= {f: A -+ @/f(e)= 1, f les (fj)iG, 
et les (.flLEA sont des formes lineaires positives}. 
P est un compact convexe de CA. Soit f une fonction avec les proprietes 
de 1.4.1. Si f(e) = 0 alors f est identiquement nulle. Si f(e) > 0 alors 
(l/f(e)) f E P. Par suite pour l’existence de la representation intigrale il 
sufht de demontrer que ex P = Sz et d’appliquer la thtorie de Choquet (ou 
par ex P on a note l’ensemble des points extremaux de P). 
Soient f E ex P et z un element fixe de A. Si f(zz*) = 0 (resp. 
Qf - f(zz*) = 0) alors f( xzz*)=O (resp. Qzf(x)-f(xzz*)=O) pour tout 
XEA parce que les fonctions XH f(xzz*) et x w Qf f(x) - f(xzz*) sont 
des formes lineaires positives. Si f(zz*) #O il resulte de l’hypothhe que la 
fonction 
f (xzz*) 
XH.fo 
est dans P. Si Ql #f (zz*) en appliquant le lemme 1.1. pour f et pour le 
semi-groupe multiplicatif de A et puis en appliquant le lemme 1.2. pour 
z H f( y,xx*z) et pour u H Qt f(xx*u) - f(xx*zz*u) on obtient que la 
fonction x w (QI,f(x) - f(zz*x))/(Qf - f(zz*)) est dans P. 
Si f (zz*) # 0 et Ql # f(zz*) il rtsulte de la relation 
Q;2f(x)=f(xzz*)+Q:f(x)-f(xzz*) 
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et des relations precedentes que 
f( XZZ *) =f(x)f(zz*), 
Comme tout element de A est une combinaison lineaire d’elements de la 
forme zz* il vient f(xy) = ,f(x),f(y) pour deux elements quelconques x et y 
de A, par suite .f‘~ n. 
L’inclusion Q c P resulte de [4, p. 60, 5.121. L’unicitt resulte du theoreme 
de Stone-Weierstrass utilist comme dans [4, p. 951. 
L’implication 1.4.2 = 1.4.1 resuite de la representation integrale que cp a 
dans ce cas. 
1.5. Remarque. En relation avec le theoreme 1.4. voir par exemple 
[S, p. 76; ou 7, p. 3413. 
1.6. Remarque. Comme pour le thtoreme Bochner-Godement classique 
on peut obtenir une version du thtoreme 1.4 dans le cadre des algbbres com- 
mutatives involutives sans unite. Ce fait rtsulte de la proposition suivante. 
PROPOSITION. Soit B une algbbre commutative involutive saris unit&. 
Soit (QzL~ une famille de rtels posit@. Soit g: B -+ Cc une fonction telle 
we g et lf3 kLLeB soient des formes lintaires positives sur B. On suppose 
que g(z*) = g(z) pour tout z E B et qu’il existe un reel strictement positif M 
tel que 1 g(z)1 * < Mg(zz*) pour tout z E B. 
Dans ces conditions g admet un prolongement f ci l’algtbre A construite ir 
partir de B en lui ajoutant une unit& et il existe une famille (Qz)zeA de Gels 
positifs tels que f et les (f :)ZEa soient des formes linkaires positives sur A. 
DPmonstration. Soit A = B + Ce. Soit f: A + C dttinie par f (z + Ae) = 
g(z) + IA4 et Q=+ j.t, = Q= + /I-l. Pour z E B on a 
(g(zz*))* < Mg(z2(z*)2) 6 MQ: g(zz*) 
et par suite g(zz*) < MQZ d’ou il rtsulte que pour z,, . . . . z, E B, 
I AZ I ... z,,)I d MQz, ... Qz,. 
En utilisant cette intgalite, les hypotheses et le lemme 1.2. on obtient que 
f et les (fXtA sont des formes lintaires positives sur A. (Voir aussi [ 10, 
26H, lemme 11.) 
2. LE PROBLkME DES MOMENTS 
2.1. Notations et d@itions. Soit (S, + ) un semi-groupe abelien avec 
involution et element neutre 0. 
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G est un ensemble de gkntrateurs si tout s E S\{ 0} s’lcrit comme une 
somme hie d’kkments de G u {a*/~ E G}. On dit qu’une fonction 
v: S -+ [0, cc [ est une valeur absolue sur S si 
4s + t) G u(s) v(t), v(s*) = v(s), v(0) = 1. 
On dit qu’une fonction cp: S -+ @ est exponentiellement bornke par v ou 
u-bornte s’il existe un rtel C positif tel que Iq(s)l < Cv(s). 
Soient G un ensemble de ghbrateurs et (M,),,c une famille de rCels 
positifs. 
2.2. LEMME. Pour une fonction cp: S + C dkfinie positive les conditions 
suivantes sont iquivalentes. 
2.2.1. Pour tout asG et tout SES le nombre Micp(s+s*)- 
g$a + a* + s + s*) est un rtiel positif 
2.2.2. cp est exponentiellement borntie par une valeur absolue v telle que 
v(a) < M, pour a E G. 
Dhonstration. Soit cp une fonction vkrifiant 2.2.1. Avec le lemme 1.1. 
on obtient que la fonction v: S -+ [0, cc [ telle que v(0) = 1 et dtfinie pour 
s#O par 
u(s) = inf M,, . . M,“, 
rJ 
oil cT=unEN* {(a,, . . . . a,) E G”/C;=, (a, + a;) = s + s*}, est une valeur 
absolue sur S avec la proprittk requise. 
Si cp vkrifie 2.2.2 on obtient (v(a))* cp(s + s*) - cp(s + s* + a + a*) 2 0 
pour (a, s) E G x S en utilisant [4, p. 90, 1.121 et en remarquant que la 
fonction t H cp( t+ s + s*) est dhie positive. 
2.3. LEMME. Si la fonction cp: S--f @ est dkfinie positive et v-bornte alors 
pour des &ments t, , .,., t, E S et des nombres cI, . . . . c, la fonction 
+, Ic,I vo)2yl(s)-j,i, c/C/,(P(t,+tk*+S) 
est dkfinie positive. 
Demonstration. Rtsulte de [4, p. 90, 1.12 et p. 91, 1.143. 
2.4. Notations supplkmentaires. Soit I un ensemble et (~1~,,)~~,,,~~ une 
famille de nombres complexes tels que pour i fix6 cli,, # 0 seulement pour 
580:92/l-, 
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un nombre fini de t. On note par (v;)~~, la famille des fonctions cp,: S --f @ 
d%nies par 
Soit r= {p: S + @/p(O) = 1, p(s + t) = p(s). p(t), p(s*) = p(s)} l’ensem- 
ble des semi-carackres de S. 
Soit K={p~f/C,.,cl,,,p(t)~[W+, iEZet Ip(a)l<M,, UEG). 
On dit qu’une fonction cp: S -+ @ est une fonction moment sur K s’il 
existe une mesure p de Radon positive sur K telle que 
p est nkessairement unique [4, p. 951. 
2.5. TH~OR~ME. Pour une fonction cp: S -+ @ les conditions suivantes sont 
t!quivalentes. 
2.5.1. cp, les ((P~);~, sont dkfinies positives et pour (a, s) E G x S le 
nomhre Mi cp(s + s*) - q(a + a* + s + s*) est un r&e1 positif: 
2.5.2. cp est une fonction moment sur K. 
Dimonstration. 2.5.1 * 2.5.2. Soit v une valeur absolue bornant cp dont 
l’existence provient du lemme 2.1. 
Soit l’opkrateur E, : C” -+ Cs dtfinie par E,cp( t) = cp( t + s). Soit 
A = {~,“=, cjE, 1 c, E C, s, E S, n E N }. En considtrant pour multiplication la 
composition des opirateurs A est une algkbre commutative ayant pour 
uniti: EO. On munit A de l’involution dtfinie par (cJn=, c,E,)* = 
IX,“= , <$,;. 
Pour cp: S -+ C on note L,: Cs -+ C, l’application lintaire dtfinie par 
LJc/“= 1 cjE,) = CT= 1 c,c+T(s~). L, est une forme lintaire positive sur A si et 
seulement si cp est dizfinie positive sur S. 
Pour z E A, z = Cr= I cjE,, les si ktant deux a deux distincts, on note 
Q; = i lcjl V(Sj), 
j= 1 
Soit yi=CIEs N,,~E,. Soit Q comme dans 1.3. 
Soit L= {peT/lp(s)l <v(s), seS et CtESar,rp(t)ER+, iEZ}. 
L’application U: 52 + L dtfinie par u(6)(s) = 6(E,) est un horn&o- 
morphisme (pour les topologies de convergence ponctuelle) parce que u est 
bijective continue et Q est compact. 
Des hypothtses et des lemmes 2.2 et 2.3 il rksulte que le thkorkme 1.4 est 
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applicable et par suite il existe une mesure de Radon positive v sur Q telle 
que pour tout x E A on ait L,(X) = Jo 6(x) dv(6). 
Si 1 est l’image de la mesure v par I’homtomorphisme ZJ on a 
44s) = JL P(S) d4P). 
On tinit en remarquant que L c K. L’implication 2.5.2 = 2.5.1 provient 
de la representation inttgrale que cp a dans ce cas. 
2.6. Remarque. Le theoreme 2.5 generalise le resultat principal de [l]. 
3. APPLICATIONS 
3.1. Avec les notations de 2 on suppose qu’on a un ensemble lini de 
generateurs G = {a,, . . . . a,). Soit r un reel positif. 
THBOR~ME. Pour une fonction cp: S + @ les conditions suivantes sont 
kquivalen tes: 
3.1.1. cp est dkfinie positive et pour tout s E S le nombre reel 
r2q(s+s*)- i Cp(S+S*+aj+ai*) 
j=l 
est posit$ 
3.1.2. cp est une fonction moment sur K= {p E rE;= L Ip( <r’>. 
Dkmonstration. Now allons dtmontrer 3.1.1 =E- 3.1.2 l’autre implication 
Ctant triviale. Soit cp une fonction vtritiant la condition 3.1.1. L’application 
du theoreme 2.5 prouve qu’il existe une mesure de Radon positive v sur le 
compact K, = (p E T/Ip(a;)/ d r pour i= 1, . . . . n} telle que pour tout SE S 
on ait 
cpb) = lKo P(S) dv(p). 
Comme Kc K,, il faut dtmontrer que v est en fait portte par K. Pour 
qE N* on pose 
On a K,\K= UysN* L,. 
La condition 3.1.1 donne pour tout Clement s de S 
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Si p est un semi-caractere t p E N * on verifie que 
oti I est un ensemble fini, Cj E N * et s, E S. 
Pour chaque entier strictement positif p on obtient avec les relations 
prectdentes: 
En faisant tendre p vers intini il vient v(L,) =0 et par consequent 
v(K,\K) = 0. 
3.2. Soit le semi-groupe (N*, + ) avec l’involution (n, m)* = (m, n). 
L’ensemble (( 1,O)) t es un ensemble de gentrateurs et l’ensemble des semi- 
caracteres est homeomorphe a d: [4, p. 1151. Soit Y un reel positif. 
THBOR~ME. Pour une fonction cp: N2 + @ les conditions suivantes sont 
dquivalentes. 
3.2.1. cp est dkfinie positive et pour tout rn E N le nombre Gel, 
r2q(m, m) - cp(m + 1, m + 1) est positif: 
3.2.2. II existe une mesure de Radon positive p sur K= 
{ze C/Iz(* 6 r’} telle que 
q(m, n),= JK z”‘? dp(z). 
DPmonstration. C’est un cas particulier de 3.1. 
3.3. Remarque. La condition cp(m, n) - cp(m + 1, m + 1) 2 0 intervenant 
dans 3.2.1 est plus faible que les verifications sur la fonction 
(m,n)++cp(m,n)-cp(m+l,n+l)demandCesdans [3]. 
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3.4. Remarque. Avec 3.1 on peut obtenir, d’une man&e semblable h 
celle utiliske dans 3.2, une rholution du problbme des moments sur une 
boule de C” ou sur une boule de W. En relation avec ce dernier cas 
voir [6, 9-J. 
3.5. LEMME. Soient M un riel positif, aE S, cp: S-t @ et H = 
{ 1, -- 1, i, -i}. Si les fonctions 
swMq(s)-irp(s+a)-lyo(s+a*) 
sont dkfinies positives pour tout z E H, on a pour tout s E S, 
2M2q(s+s*)-cp(s+s*+a+a*)>O. 
Dtmonstration. On krit, pour tout z E H, que la fonction 
swMV(s)-i(o(s+a)-iq(s+a*) 
est dkfinie positive pour s, s + a, s + a* E S et les nombres M, 212, ~12 E@ 
et puis on fait la somme. 
3.6. Soit G c S un ensemble de gtnkrateurs et (M,.), E G,r E H une famille 
de rCels tels que pour T E { 1, i} on ait M,, + M, -~ 2 0. Soit 
THBOR~ME. Pour une fonction cp: S + @ telle que ~(0) > 0, les conditions 
suivantes ont kquivalentes: 
3.6.1. Pour tout aE G et tout ZE H la fonction s+ M,,cp(s)- 
(2/2) cp(s + a) - (f/2) rp(s + a*) est dkjhzie positive. 
3.6.2. rp est une fonction moment sur K. 
Dtmonstration. S’il existe au moins un couple (a, z), a E G, z E { 1, i} tel 
que M,, + M, ~* > 0 alors l’aflirmation rksulte de 2.5 et 3.5. Dans le cas 
contraire cp est identiquement nulle ou est un semi-caractbre. 
3.7. Remarque. Comme dans 3.2 on obtient comme cas particulier de 
3.6. une r&solution du problkme des moments sur {x + iy E C/a < x Q b, 
c<y<d} otia,b,c,d~[W,a<bet cbd. 
3.8. Soit GK,rLEG,rE~l, -lj une famille de rCels tels que M,, + 
M,, ~ 1 2 0. Soit 
K={PET/P(s)E[W et -M,.-,<p(a)<M,,,, aeG). 
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THI~OR~ME. Pour une fonction cp: S -+ @ telle que ~(0) 3 0 les conditions 
suivantes sont kquivalentes. 
3.8.1. Pour a E G et z E { 1, - 1) quelconques la fonction SM M,,cp(s) 
-zcp(s+a) est dkfinie positive et pour (a, S)EG x S on a cp(s+a)= 
cp(s + a*). 
3.8.2. 50 est une fonction moment sur K. 
Dkmonstration. Resulte de 3.6. 
3.9. On dit qu’une fonction cp: S + C est complttement definie positive 
si pour tout t E S la fonction s H cp(t + s) est dttinie positive [ 11, p. 9003. 
Soit G un ensemble de gtnerateurs. 
THBOR~ME. Pour une fonction ‘p dkfinie positive et exponentiellement 
bornie par une valeur absolue v les conditions suivantes sont kquivalentes: 
3.9.1. cp est compktement dt!finie positive. 
3.9.2. Pour tout a E G la fonction s M cp(a + s) est dt$nie positive. 
3.9.3. cp est une fonction moment sur 
K= {p E rl p(s) E iw, 0 <p(s) Q v(s)}. 
Dt!monstration. Resulte de 2.2, 2.5, et du fait que si un semi-caractere 
est positif sur un ensemble de gentrateurs il est positif partout. 
3.10. Remarque. On obtient une autre caracterisation des fonctions 
completement de!inies positives et exponentiellement bornees en prenant 
M, _, = 0 dans 3.8. 
3.11. L’implication 3.9.2 => 3.9.3 a la mCme conclusion que [ll, 
proposition l] avec des hypotheses plus faibles. 
3.12. EXEMPLE. Soit (C + , + ) ou 
@+ = {x+iyE@/x>,O} et z*=z. 
TH~OR~ME. Pour une function cp: @ + + C les conditions suivantes sont 
t!quivalentes. 
3.12.1. I1 existe C>,O, LXE [w tels que Iq(x+ iy)l < Ce’” et cp est 
compktement dkfinie positive. 
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3.12.2. I1 existe une mesure de Radon positive SW [ - 00, a] telle que 
Dkmonstration. Rttsulte de 3.9. Voir aussi [2]. 
3.13. Remarque. On peut obtenir un thtorkme similaire au 
thkorkme 2.5 pour les fonctions A valeurs opkrateurs (en relation avec ce 
probEme voir [S, thkorkme 2.61). Comme pour tout opkrateur normal sur 
l’espace de Hilbert, II,4 11 2 I- AA* est un optrateur positif (I dksigne l’iden- 
tit& et A* l’adjoint de A) les thkorkmes de reprksentation intkgrales pour 
opkrateurs normaux sont en fait des rksolutions du problkme des moments 
sur des sous-ensembles compacts de CG (en considtrant l’application dkfinie 
sur N2, (m, n) F+ A”(A*)“). Par exemple pour un opkrateur autoadjoint A, 
en notant x = inf,,,,, = 1 (Ax, x) et p = SUP,,~,, = 1 (Ax, x), on obtient par un 
thkorkme similaire au thkorkme de 3.8, en tenant compte que les opkrateurs 
A - al et /I- A sont positifs, qu’il existe une mesure de Radon vectorielle 
(et spectrale) p sur [cc, fi] telle que pour tout n E N, 
A”= 
s 
xn dp(x). 
C% PI 
C’est un rtsultat classique sur les opkrateurs autoadjoints. 
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